Formula ukljucivanja-iskljucivanja

U informatickim zadacima se zna pojaviti problem izracunavanja koliko elemenata ima unija vise
skupova, a da znamo izracunati koliko elemenata imaju njihovi presjeci. Posto nas samo zanima
koliko ima elemenata neki skup, onda ¢emo pod skup S podrazumijevati broj elemenata skupa S.

Promotrimo kako izracunati uniju dva skupa.

Iz slike se vidi da je unija skupova A i B jednaka A+ B -
ANB.

Promotrimo kako bismo izracunali uniju tri skupa.

Iz slike se vidi da je unija ovih skupova:
A+B+C+

—(AnB+ANC+BNC) +

+ANBNC

Sada vec naslucujemo da je unija Cetiri skupa:
A+B+C+D+
—(ANnB+ANC+AND+BNC+BND+CND) +
+ANBNC+ ANBND + AnCND + BNCND +

- ANBNCND

Opéeniti oblik formule uklju¢ivanja-iskljuivanja jest:

n
=Z|Si|_ Z |Sins;| + Z |SinS N S|+ .. + (D!

i=1 1<i=n 1<i<j <n 1<i<j<k<n

gdje je n broj skupova, a S; su tih n skupova.

(s
1<i<n

Navedenu formulu moZemo jednostavnije iskazati rije¢ima.
Rastavimo formulu na dva dijela:



a) Na sve nacine odaberemo neparan broj skupova, te zbrojimo sume njihovih presjeka
b) Na sve nacine odaberemo paran broj skupova, te zbrojimo sume njihovih presjeka

Te je broj ¢lanova unije N skupova razlika prve i druge sume.

Ovu formulu je moguce dokazati matematickom indukcijom.

Primjer informatickog zadatka

Koliko ima prirodnih brojeva manjih ili jednakih N, N <= 10° djeljivih s barem jednim brojem iz skupa
S, koji ima najvise 18 elemenata?

Prirodnih brojeva <= N koji su djeljivi s nekim brojem X ima to¢no lg]

Stoga mozemo dodati u rjeSenje koliko je puta svaki broj iz skupa djeljiv sa N, ali éemo na taj nacin
dodati brojeve koje su djeljivi sa viSe brojeva iz skupa. Na primjer, ako su u skupu brojevi4i 6, te je N
jednak 10. Brojevi djeljivis 4 su 4, 8, 12, 16, 20, 24; a brojevi djeljivi s 6 su 6, 12, 24. Vidimo da smo
brojeve 12 i 24 dodali dva puta. Znaci da nakon $to smo dodali brojeve djeljive s jednim brojem iz
skupa, treba oduzeti brojeve koji su djeljivi sa dva broja iz skupa, pa opet dodati brojeve koji su
djeljivi s tri broja iz skupa, ...

Dobili smo znaci princip ukljucivanja — iskljucivanja.

U rac¢unalu ¢emo trenutacno stanje u predstaviti kao niz nula i jedinica. Ako imamo skup od Cetiri
¢lana A, B, Ci D, tada ce stanje oznacavati da dodajemo ili oduzimamo presjek skupova na mjestima
jedinica u stanju, npr. ako je stanje 1010, tada moramo oduzeti presjek skupova brojeva koji su

djeljivi sa A i koji su djeljivi sa C, odnosno to znaci da ¢emo oduzeti l J Prema broju jedinica u

_N
lem (4,0)
stanju odredujemo ho¢emo li rezultat oduzeti ili dodati. Kod ovog zadatka ako je paran broj jedinica
onda oduzimamo vrijednost stanja, inace ga dodajemo.

Implementaciju u programskom jeziku C++

int sol = 0;
for( int stanje = 1; stanje < (1<<K); stanje++ ){ //prolazi po svim stanjima
int predznak = -1;

long long NzZV = 1; //u ovoj varijabli pamtimo lcm
for( int 1 = 0; 1 < K; i++){ //prolazi po svim ¢lanovima skupa

0;
if ( stanjes& (1<<i) ){ //ako je i-ti ¢&lan stanja 1
(

NzZV = lcm( NZV, niz[i] ); //lcm raduna najmanji zajednilki viSekratnik
if( NZV > N ) break; //prekidamo racunanje zbog owerflow-a
predznak *= -1; //mijenjamo predznak

}
}
sol += predznak * (N / NZV); //u C-u je dijeljenje cjelobrojno

Slozenost ovakvih implementacija je 0(2X * K), gdje je K veli¢ina skupa S, ali bas ova implementacija
ima sloZenost je O(2X * K = In N) jer se u unutarnjoj petlji ra¢una najveéi zajednicki viekratnik
brojeva manjih od N, ¢ija je priblizna sloZzenost In M.



Poboljsana implementacija

SloZzenost je moguce poboljsati eliminacijom unutarnje petlje, tako da ukupna sloZzenost bude

0(2K x1In N). Takva implementacija zahtijeva poznavanje dinami¢kog programiranja.

Da bismo izracunali vrijednost stanja 1010100, potrebno je znati vrijednost stanja 0010100. Stanje X
ra¢unamo iz stanja u kojem je zadnja jedinica stanja X pretvorena u nulu.

Primijetimo da moZemo stanja obradivati od manjih prema vec¢ima jer se trenutacno stanje uvijek
izraCunava iz manjeg stanja.

Radi lakSe implementacije, da bismo dobili proslo stanje uvijek brisemo jedinicu sa najve¢om
vrijednosti.

DP[0] = 1;
Predznak[0] = -1;
int najveca = 0; //pozicija zadnje jedinice u stanju (1010) --> 3
for( int i = 1; 1 < (1<<K); i++ ){ //prolazi po stanjima od manjih prema veclem
if( ((l<<najveca)&i) == ) najvecat+;
int prev = i1 - (l<<najveca); //prev je stanje iz kojeg radunamo trenutacno
long long V = lcm( DP[prev], niz[najvecal] );
Predznak[i] = -Predznak[prev];
if( V>N ) DP[i] = N+1; //pazimo na owerflow
else DP[i] = V;
sol -= Predznak[i] * (N / DP[1i]);

Jos jedan informaticki zadatak

Zamislimo pravokutnu matricu od R redaka i S stupaca (R,S < 10°). Mi se nalazimo u gornjem lijevom
kutu i cilj nam je do¢i do donjeg desnog kuta, te se moZzemo kretati samo dolje ili desno. U toj
pravokutnoj matrici se nalazi K < 15 neprohodnih polja. Zanima nas na koliko se razli¢itih nac¢ina moze
ostvariti taj put (od gornjeg lijevog kuta do donjeg desnog) modulo 1000007.

Kako izgledaju putovi ako su sva polja prohodna?

T
I
I
I
I
L

Ispisimo koje sve poteze radimo na svakom putu (R-prelazak na desno polje, D-prelazak na polje
ispod).



Iscrtkani put: RRRRDDRRDDD
Put s punom linijjom: DDRRDDDRRRR
Uocavamo da je broj slova R u svakom putu jednak S-1, i broj slova D je R-1.

To znadi da je broj razlicitih putova odgovor na pitanje na koliko na¢ina mozemo odabrati S-1
.. R . (S+R-2\ _ (S+R-2)!
elemenata od S+R-2 elemenata. Takva funkcija se zove povrh i racuna se kao: ( s-1 ) = Goomen

. Od sada ¢emo broj putova u pravokutniku veli¢ine R*S oznacavati kao f(R,S).

Sada znamo izracunati koliko ima razlicitih putova u matrici velicine R*S, ako su svi jedinicni
kvadrati¢i prohodni.

Koliko ima putova u matrici koji prolaze kroz to¢no odredeni kvadratic¢?

X

Broj putova koji prolaze kroz sivi kvadrati¢ je broj putova koji dolaze do sivog kvadratiéa puta broj
putova koji iz sivog kvadrati¢a odlaze u donji desni kut, odnosno f(X,Y) * f(R-X+1,5-Y+1).

K

Broj putova koji prolaze kroz sva tri kvadratic¢a jednak je umnosku broju putova u pravokutnicima
(P,1), (1,2), (2,3) i (3,K).

S tim da jedino treba paziti da je moguce obici sve kvadratice jer da je kvadratic¢ s brojem 2 lijevo od
kvadrati¢a s brojem 1, onda bi sveukupan broj putova koji prolaze kroz njih bio nula.

Sada ve¢ uocavamo rjesSenje pomocu pravila ukljucivanja-iskljucivanja.
Prvo treba dodati sve putove u cijeloj matrici, zatim treba oduzeti sve putove koji prolaze kroz jedan
neprohodni kvadrati¢, zatim treba dodati one putove koji prolaze kroz dva neprohodna kvadratica...



Jos postoji jedan problem koji je vezan uz dijeljenje brojeva modulo p, ali taj problem mozemo

pretvoriti u mnoZenje formulom koja slijedi iz malog Fermatovog teorema:
a

c=ax bP~2 (mod p), gdje je p prost broj i b nije djeljiv s p

Znati da dijeljenje mozemo rijesiti u sloZenosti log; p, jer b*? mozemo brzo potencirati.
Sveukupna sloZenost ovog rjiesenja je O( 2“* Ig,p ), ili O( 2°* K * Ig, p ) ako koristimo sporiju
implementaciju.

Jos nekoliko zadataka

1.) Modifikacija proslog zadatka. Umjesto poteza jedan skok desno i jedan skok dolje, skokovi su
u obliku slova L, kao $to skace konj u Sahu, s tim da se svakim skokom mora doéi na polje koje
je blize cilju. Opet se trazi broj razli¢itih putova kojima konj moze dodi od gornjeg lijevog kuta
do donjeg desnog kuta. (Google Code Jam 2008, zadatak Endless Knight)

2.) Koliko ima brojeva u intervalu [A, B], A <= B <= 10"® koji su djeljivi sa brojevima koji se sastoje
samo od znamenaka 7 i 4.

Zadatak se zove TheAlmostLuckyNumbers, preuzet s Topcoder-a.
http://www.topcoder.com/ (c)2006, TopCoder, Inc.

3.) Zadatak Zabe sa studentskog natjecanja 2009. godine.
http://www.hsin.hr/studenti2009/zadaci/zadaci.pdf

4.) Zadatak sweets sa srednjoeuropskog natjecanja 2004. godine.
http://www.oi.edu.pl/ce0i2004/problems/swe.pdf
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